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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se puso como objetivo establecer qué
tipo de control es mejor en base al menor tiempo de establecimiento que se
presente de los dos controles que son: método convencional y el método de
optimizacion convexa mediante LMI, para plantas MIMO 2x2 de primer orden.
Cabe resaltar que en la actualidad no hay muchos trabajos que tengan como
fundamento LMI para sintonizacion, es por eso que para poder obtener los
tiempos de establecimiento se procedio a simular el entorno mediante el modelo
matematico extraido de trabajos anteriormente desarrollados. Al tener todo el
escenario listo, se procede a realizar la toma de datos en todos los casos con
variaciones en los modelos matematicos para poder determinar una generalidad.
Se encontr6 que, de 40 datos obtenidos, en 38 hay una mejora, esto nos da un
valor de 95% de mejora en base a la muestra total.

Para poder validar la hipotesis, se utilizé la herramienta t-Student y asi se puede
determinar si hubo cambios 0 no, con esta herramienta se valid6 la hipétesis
planteada.

Palabras clave: LMI, MIMO, optimizacidon convexa, primer orden, sintonizacion,

modelo matematico



Abstract

In this research work, the objective was to establish which type of control is
better based on the shortest establishment time that occurs between the two
controls, which are: conventional method and the convex optimization method
using LMI, for 2x2 MIMO plants of first order.

It should be noted that currently there are not many works that are based on
LMI for tuning, which is why in order to obtain the establishment times, the
environment was simulated using the mathematical model extracted from
previously developed works. Having the entire scenario ready, we proceed to
collect data in all cases with variations in the mathematical models in order to
determine a generality.

It was found that, of 40 data obtained, there is an improvement in 38, this gives
us a value of 95% improvement based on the total sample.

In order to validate the hypothesis, the t-Student tool was used and thus it can
be determined whether there were changes or not, with this tool the proposed

hypothesis was validated.

Keywords: LMI, MIMO, convex optimization, first order, tuning, mathematical

model
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INTRODUCCION

11

Problema de Investigacion

a. Descripcion de la realidad problemética

(Albertos & Sala, 2003) Controlar un proceso no es un
procedimiento complejo, actualmente existen diversos
meétodos, equipos y herramientas tanto a nivel de software
como de hardware que te permiten realizar el correcto analisis
matematico y su respectiva aplicacibn en alguna planta,
sistema y/o proceso en general.

Existen muchos niveles de control, desde un simple control
ON/OFF hasta el tradicional control PID. Esencialmente en este
altimo nos enfocaremos, ya que es comunmente usado en la
industria debido a que provee la manera mas facil y eficiente de
encontrar la solucion para aplicaciones industriales. Para este
proceso es necesario Unicamente ajustar tres parametros y se
consigue un rendimiento razonable o bueno en una gran
variedad de plantas. (Nisi et al., 2018)

El efecto de los parametros de ajuste (0 ganancias) en el
rendimiento del circuito cerrado se conoce bien y existen reglas
sencillas y bien conocidas para ajustar estos parametros. Las
aplicaciones mas comunes de estos controladores son en la
forma de procesos SISO (single-input single- output), el cual
tiene una larga historia que se remonta al menos a 250 afios
atras, siendo el mas popular en la industria durante mas de 50
afos. (Boyd et al., 2016)

La teoria de control clasica es adecuada para los sistemas de
una entrada y una salida (SISO), pero resulta poco eficaz para
los de entradas multiples y salidas multiples (MIMO), ya que las
técnicas graficas resultan incomodas de aplicar con este tipo de
sistemas. Se observa que la teoria de control moderna esta
desarrollando nuevas y consistentes metodologias de disefio
para sistemas MIMO.

La mayoria de los trabajos existentes se han centrado en el
control PID de un solo lazo, su teoria y disefio estan bien

establecidos, comprendidos y aplicados en la practica. Se
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pueden clasificar a grandes rasgos en meétodos directos e
indirectos basadas en experiencias pasadas y heuristicas, el
disefio de control indirecto basado en parametros del modelo
como el modelo Ziegler-Nichols, asignacion de polos, respuesta
en frecuencia y técnicas de optimizacion. Sin embargo, la
mayoria de los procesos industriales son de naturaleza
multivariable. (Wang et al., 2008)

La motivacion de por qué nos centramos en investigar este
particular campo de nuestra carrera se encuentra en que, con
todo su poder y ventajas, el control moderno carece de algunos
aspectos, ya que no es raro que el sistema de control PID
multivariable en su conjunto pueda fallar, aunque cada lazo PID
funcione bien. Siendo la demanda para abordar las
interacciones entre variables alta para la aplicacion con éxito
del control PID en procesos multivariables y evidente para las
principales empresas lideres de control que clasificaron los
acoplamientos de los sistemas multivariables como el principal
problema comudn en la industria.

Descripcién del problema

A diferencia de los procesos SISO, las interacciones de bucle
deben investigarse cuidadosamente para procesos MIMO. Por
lo tanto, el emparejamiento de bucles tiene un gran efecto en el
rendimiento para el bucle cerrado. Por lo general, se usan
métodos para tener un criterio de emparejamiento de bucles, y
en otros, métodos para desacoplar dichos bucles, pero a veces,
dichos criterios también pueden conducir a un mal desempefio.
Por lo tanto, se necesita un nuevo criterio para el
emparejamiento de bucles para una mejora en el rendimiento
de los procesos MIMO.

Formulacién del problema

¢, Cual de los métodos de sintonizacion PID, el clasico o por
optimizacién convexa mediante LMI, alcanzara un menor
tiempo de establecimiento en una planta de primer orden
MIMO 2X2?

Objetivos de la investigacion
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a. Objetivo General
— Determinar cual de los dos métodos de sintonizacion PID
presenta un menor tiempo de establecimiento en una
planta de primer orden MIMO 2X2.
b. Objetivos Especificos
— Describir el método de sintonizacion PID clasico.
— Describir el método de sintonizacion PID por
optimizacién convexa mediante LMI.
— Medir el tiempo de establecimiento con el método de
sintonizacion PID clasico en una planta de primer orden
MIMO 2X2.
— Medir el tiempo de establecimiento con el método de
sintonizacion PID por optimizacion convexa mediante
LMI en una planta de primer orden MIMO 2X2.
— Comparar ambos tiempos de establecimiento.
Justificacion del Estudio
La presente investigacion estara destinada a determinar cual de los
dos métodos de sintonizacion PID presenta un menor tiempo de
establecimiento en una planta de primer orden MIMO 2x2. Se
considera importante obtener el conocimiento de ello ya que
permitiria una investigacion mas profunda de en qué procesos y/o
sistemas se debe utilizar alguno de los métodos para obtener un

menor tiempo de establecimiento.

.  MARCO DE REFERENCIA

2.1

Antecedentes del estudio

Para validar esta investigacion, se presenta los antecedentes de
diversos estudios con referencia a los temas abordados en este
trabajo, encontrados en articulos de investigacion y tesis de grado
de universidades nacionales y/o internacionales.

(Boyd et al., 2016), en su investigacion titulada “MIMO PID tuning
via iterated LMI restriction”; se centra en formular un disefio de
un controlador MIMO PID como un problema de optimizacion que
implica desigualdades de matrices cuadraticas no convexas. Se
propuso un método sencillo que sustituye las desigualdades

matriciales no convexas por una restriccion de desigualdad



matricial lineal, e itera hasta la convergencia. Este método puede
interpretarse como una extension matricial del procedimiento
convexo-concavo, o como un método particular de maximizacion-
minimizacion, garantizando la convergencia a un minimo local. Si
bien no se sabe si el controlador resultante es globalmente optimo,
el método funciona bien en la practica y proporciona un método
automatizado sencillo para sintonizar controladores MIMO PID.
Aporte a la investigacion. Muestra y desarrolla el método de
sintonizacion PID por optimizacion convexa.

(Mercader et al., 2019), en su investigacion titulada “Control PID
Multivariable de una Caldera de Vapor”; se propuso un sistema
de control basado en el disefio de un controlador tipo proporcional
integrador derivativo (PID) multivariable, mediante técnicas de
optimizacién convexa. En el que se contempla el uso de mas
grados de libertad mediante el disefio de precompensadores para
referencias y para la perturbacion medible. El sistema de control
propuesto alcanzé un rendimiento superior en términos de la
integral del error absoluto.

Aporte a la investigacion. Disefio de PID multivariable.
(Merrikh-Bayat et al., 2022), en su trabajo titulado “Designing and
tuning MIMO feedfordward controllers using iterated LMI
restriction”; se ha propuesto una estructura de control
feedforward MIMO y se disefila basandose en el enfoque de
desigualdad de matriz lineal (LMI) para mejorar el rechazo a las
perturbaciones y el seguimiento de referencia del sistema de
realimentacién dado. La arquitectura consiste en dos controladores
feedforward MIMO, donde cada controlador puede ser disefiado
independientemente usando el método propuesto.

(He & Wang, 2006), en su investigacion titulada “An Improved
ILMI Method for Static Output Feedback Control With
Application to Multivariable PID Control”; se propone un
algoritmo ILMI para la resolucion del disefio de controlador H,, para
SOF (realimentacién de salida estatica), que son aplicados a
controladores PID multivariable.

Aporte a la investigacion. Punto de vista diferente de algoritmo



ILMI.
2.2  Marco tedrico
2.2.1 Elementos de teoria de sistemas lineales
2.2.1.1 Representaciones de sistemas
2.2.1.1.1 Transformada de Laplace

Si f(x) esta definida para t = 0, entonces la integral

impropia f0°° K(s,t)f(t) dt esta definida como un limite:

b
f K(s,Df ()t = lim f K(s,D)f (O)dt
0 —® :

Ecuacion 1. Transformada de Laplace representada
en limites.
(Zill, 2018) Si existe el limite, se dice que la integral existe
0 es convergente; si no hay limite la integral no existe y
sea firma que es divergente. este limite, en general,
existe solo para ciertos valores de la variable s. La
eleccion K(s,t) = e™St produce una transformada
integral especialmente importante.
Sea f una funcion definida para t > 0. Entonces se dice
que la integral

LFD)} = F(s) = f et (t)dt

0

Ecuacién 2. Transformada de Laplace.

es la transformada de Laplace de f, siempre y cuando la
integral converja.

(Ogata, 2002) El proceso inverso de encontrar la funcion
del tiempo f(t) a partir de la transformada de Laplace
F(s) se denomina transformada inversa de Laplace. La
notacion para la transformada inversa de Laplace es L1,
se encuentra a partir de F(s) mediante la siguiente

integral de inversion:
1 Cctjoo
L7YF)]=f@) = —J F(s)eStds
f 2mj c—joo

Ecuacién 3. Transformada de Laplace representada

como integral de inversion.



(Ogata, 2002) La funcion de transferencia de un sistema
descrito por ecuaciones diferenciales lineales e
invariantes en el tiempo se define como el cociente entre
la transformada de Laplace de la salida (funcion de
respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada
(funcién de excitacion) con la suposicibn que sus
condiciones iniciales son cero.
(Ogata, 2002) Se describe un sistema lineal e invariante
en el tiempo en la siguiente ecuacion diferencial:
a0y ™ + a4+ @y +ay
= box™ + by xMY + ..+ b, X + by,
Ecuacion 4. Ecuacion diferencial de un sistema lineal

e invariante en el tiempo.

en donde y es la salida y x es la entrada. La funcién de
transferencia de este sistema se obtiene tomando la
transformada de Laplace de ambos miembros de la
ecuacion 4:
L{salida} B Y(s)
L{entrada} X(s)
_ bos™ +bys™ 4+ by 1S + by
aps™+a;s™ 1+ -+ a,_;s+a,

G(s) =

Ecuacion 5. Funcion de transferencia representada

de diferentes maneras.

(Ogata, 2002) A partir del concepto de funcién de
transferencia, es posible representar la dinamica de un
sistema mediante ecuaciones algebraicas en el dominio
s. Si la potencia mas alta de s en el denominador de la
funcién de transferencia es igual a n, el sistema se
denomina de n-ésimo orden.
2.2.1.1.2 Espacio de estados
Se define algunos conceptos pertenecientes al espacio
de estados:
a) Estado

(Ogata, 2002) El estado de un sistema dinamico



b)

es el conjunto mas pequefio de variables
(denominadas variables de estado) de modo que
el conocimiento de estas variables en t =t,,
junto con el conocimiento de la entrada para t >
to, determina por completo el comportamiento del
sistema para cualquier tiempo t > t,.

Variable de estado

(Ogata, 2002) Las variables de estado de un
sistema dindmico son las que forman el conjunto
mas pequefio de variables que determinan el
estado del sistema dinamico. Si se necesitan al
menos n variables x;, x,, -, x, para describir el
comportamiento de un sistema dinamico (por lo
cual una vez que se proporciona la entrada para
t >ty y se especifica el estado inicialen t = t,, el
estado futuro del sistema se determina por
completo), tales n variables son un conjunto de
variables de estado.

(Ogata, 2002) Las variables de estado son las que
no representan cantidades fisicas y aquellas que
no son medibles ni observables. La libertad de
eleccion de las variables de estado es una
enorme ventaja en el método de espacio de
estados. Sin embargo, en la practica es
conveniente elegir cantidades que se midan con
facilidad para las variables de estado, si es
posible, debido a que las leyes del control 6ptimo
requeriran la realimentacion de todas las variables
de estado con una ponderacion conveniente.
Vector de estado

(Ogata, 2002) Si se necesitan n variables de
estado para describir por completo el
comportamiento de un sistema determinado,
estas n variables de estado se consideran los

n componentes de un vector x. Tal vector se



d)

denomina vector de estado. Por tanto, un vector
de estado es aquel que determina de manera
Unica el estado del sistema x(t) para cualquier
tiempo t > t,, una vez que se obtiene el estado
ent =t, Yy se especifica la entrada u(t) parat =
to-

Espacio de estados

(Ogata, 2002) El espacio de n dimensiones cuyos
ejes de coordenadas estan formados por el eje x;,
el eje x,,--, el eje x,, se denomina espacio de
estados. Cualquier estado puede representarse
mediante un punto en el espacio de esta.
Ecuaciones en el espacio de estados

(Ogata, 2002) Para analizar un sistema en el
espacio de estados, existen tres tipos de variables
involucrados en el modelado de sistemas
dindmicos: variables de entrada, variables de
salida y variables de estado.

(Ogata, 2002) EI sistema dinamico debe
incorporar elementos que memoricen los valores
de la entrada para t=>t;. Dado que los
integradores de un sistema de control en tiempo
continuo funcionan como dispositivos de
memoria, las salidas de tales integradores se
consideran las variables que definen el estado
interno del sistema dinamico. Por ende, las
salidas de los integradores funcionan como
variables de estado. La cantidad de variables de
estado necesarias para definir completamente la
dinamica del sistema es igual a la cantidad de
integradores que contiene el sistema.

(Ogata, 2002) Suponga que un sistema de
entradas y salidas multiples contiene n
integradores. También suponga que existen

rentradas u,(t),u,(t),-:-,u,.(t), y m salidas



y1(£), y2(t),+, ym(t). Define n salidas de los
integradores como variables de estado:
x1(t), x,(t), -+, x,(t). A continuacién, el sistema
se describe mediante

X1(8) = f1(xq, X, 0, X3 U, U, o0, Uy £)

x,(t) = fz(xpxz;"',xn}upuz;"';ur; t)

Xn(t) = fn(xp X, Xy Ug, Up, *+, Up; £)

Ecuacién 6. Sistema de n entradas multiples.

Las salidas y;(t),y,(t), -,y (t) del sistema se
obtienen mediante
yl(t) = gl(xlleI lel; ulluZJ "';ur; t)

yZ(t) = gZ(xl'xZ' Xy Ug, Ugy ooy Uy, t)

ym(t) = gm(xlleF oy Xy Ug, Up, o0, Uy t)

Ecuacion 7. Sistema de n salidas multiples

Si definimos
x(t) y(t) u(t)
x1(t) y1(t) uy (t)
xz.(t) = 3’2.(1:) = uz.(t) ,
xn (£) Y (t) ur(t)
f(x,u,t)

fl(X1,XZ,"‘,xn; ulﬂuZﬂ"';ur; t)
— fZ(xl'XZI""xn;ul;uz; o, Uy t)
. )
fn(xl'xz: ”.Fxn; uliuZF "';ur; t)
g(x,u,t)

gl(xlleI Xy Ug, Upy o, Uy, t)
gZ(xlfoF o lxn; ull uZI v ;ur; t)

Im (X1, X2, X; Ug, U, o+, Uy )
las ecuaciones 6 y 7 se convierten en
x(t) = f(x,u,t)
Ecuacién 8. Ecuacioén de estado de un sistema

lineal.



y() = glx,u,t)
Ecuacién 9. Salida del sistema lineal.

en donde la ecuacion 8 define la ecuacion de
estado y la ecuaciéon 9 define la ecuacion de
salida. Si las funciones vectoriales f y/lo g
involucran explicitamente el tiempo t, el sistema
se denomina sistema variante con el tiempo.
(Ogata, 2002)

(Ogata, 2002) Si se linealizan las ecuaciones 8 y
9 alrededor del estado de operacion, ecuaciones
de estado y de salida linealizada: tenemos las
siguientes

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
Ecuacion 10. Ecuacion de estado linealizada.

y(t) = C(t)x(t) + D(H)u(t)
Ecuacion 11. Ecuacién de salida del sistema

linealizada.

en donde A(t) se denomina matriz de estado, B(t)
matriz de entrada, C(t) matriz de salida y D(t)
matriz de transmision directa. (Ogata, 2002)
(Ogata, 2002) Si las funciones f ylo g no
involucran el tiempo t explicitamente, el sistema
se denomina invariante en el tiempo. En este
caso, las ecuaciones 12 y 13 se simplifican a
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

Ecuacion 12. Ecuacion de estado de un sistema

invariable en el tiempo.

y(t) = Cx(t) + Du(t)
Ecuacion 13. Ecuacién de salida de un sistema

invariable en el tiempo.

La representacion del diagrama de bloques de las

ecuaciones 14 y 15 es mostrado en la Figura 1.



> D)

u(r) X(1) x(t)
B(r) fat C(n)

A0 K

Figura 1. Diagrama de bloques de un sistema
invariante en el tiempo en representacion de espacio
de estados. Fuente: Ogata, K. (2002). Modern
Control Engineering (4.a ed.). Prentice Hall. p. 73.

2.2.1.1.3 Correlacién entre funciones de transferencia y
ecuaciones en el espacio de estado
(Ogata, 2002) Consideremos el sistema cuya funcion

de transferencia se obtiene mediante

Ecuacién 14. Funcion de transferencia de sistema en

el dominio s.

Este sistema se representa en el espacio de estados
mediante las ecuaciones siguientes:
x = AX + Bu
y= CxX+Du
Ecuacion 15. Sistema representado en el espacio de
estados.

n donde x es el vector de estado, u es la entrada, y y es
la salida. La transformada de Laplace del sistema en la
ecuacion 17 se obtiene mediante
sX(s) —X(0) = AX(s) + BU(s)
Ecuacion 16. Ecuacion de estado de un sistema en

el dominio s.

Y(s) =CX(s) + DU(s)
Ecuacion 17. Ecuacién de salida de un sistema en el

dominio s.

(Ogata, 2002) Antes se defini6 a la funcién de

y(r)



2.2.1.2

transferencia como el cociente entre la transformada de
Laplace de la salida y la transformada de Laplace de la
entrada, cuando las condiciones iniciales son cero,
suponemos que X(0) en la ecuacion 18 es cero. Por
tanto, tenemos que

sX(s) = AX(s) + BU(s)
0 bien

(sl —A)X(s) = BU(s)

Pre multiplicando por (sI — A)~! en ambos miembros de
esta ultima ecuacion, obtenemos

X(s) = (s — A *BU(s)
Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacion 19,
llegamos a

Y(s) =[C(sI —A)"1B + D]U(s)

Después de comparar la ecuacion anterior con la
ecuacion 16 vemos que

G(s)=C(sI—A)B+D

Ecuacion 18. Funcion de transferencia del sistema

en términos de A, B, C y D.

Observe que el segundo miembro de la ecuacion 4.20

contiene (sI — A)~1. Por tanto, G(s) se escribe como

0
G) =15 a]

en donde Q(s) es un polinomio en s. Por tanto, |sI — A|

es igual al polinomio caracteristico de G(s). En otras
palabras, los valores especificos de A son idénticos a
los polos de G(s). (Ogata, 2002)
Polos
(Skogestad & Postlethwaite, 2005) Por simplicidad, se
define a los polos del sistema en términos de los valores
propios de la matriz A del espacio de estados. En términos
mas generales, los polos G(s) pueden definirse de forma
un tanto vago como los valores finitos s = p donde G(p)
tiene una singularidad (“es infinito”).

Los polos p; de un sistema con descripcion del espacio de



estados como la ecuacion 17 son los valores propios

A;(A),i=1,---,n de la matriz A. El polo o polinomio

caracteristico ¢ (s) es definido como ¢(s) = det(sl — A) =

*.(s—p;). Asi pues, los polos son las raices de la

ecuacion caracteristica

¢(s) =det(sl —A) =0

Ecuacion 19. Férmula caracteristica de polos de un

sistema.

Polos y estabilidad

Un sistema dindmico lineal x = Ax + Bu es
estable si y solo si todos los polos estan en el
semiplano izquierdo abierto (LHP), es decir,
Re{2;(A)} < 0, Vi. Una matriz A con tal propiedad
se dice que es “estable” o de Hurwitz.

Polos desde espacio de estados

Los polos suelen obtenerse numéricamente
calculando los valores propios de la matriz A.
Para obtener el menor numero de polos debemos
utilizar una realizacion minima del sistema.

Polos desde funciones de transferencia
(Skogestad & Postlethwaite, 2005) El teorema de
MacFarlane y Karcanias nos permite obtener los
polos de forma correcta de la matriz de la funcion
de transferencia G(s) y también es util para
célculos manuales. Se obtiene una ventaja al
proporcionar los polos correspondientes a una
realizacion minima del sistema.

Dicho teorema es como sigue: “El polinomio de
polos ¢(s) correspondiente a una realizacion
minima de wun sistema con funcién de
transferencia G(s), es el minimo comdidn
denominador de todos los menores no
idénticamente nulos de todos los oOrdenes de
G(s)".



2.2.1.3

Ceros

Un menor de una matriz es el determinante de la
matriz que se obtiene suprimiendo determinadas

filas y/o columnas de la matriz.

(Skogestad & Postlethwaite, 2005) Segun MacFarlane y

Karcanias, z; es un cero de G(s) si el rango de G(z;) es

menor que el rango normal de G(s). El polinomio cero se

define como z(s) = [1;%,(s — z;) donde n, es el numero de

ceros finitos de G(s).

Ceros desde el espacio de estados

(Skogestad & Postlethwaite, 2005) Los ceros
suelen calcularse a partir de una descripcion del
espacio de estados del sistema. Obsérvese en
primer lugar que las ecuaciones del espacio de

estado de un sistema pueden escribirse como

X 0 _[sI—A -B
P(s) [u] - [y]‘ Pls) = [ C D ]
Ecuacion 20. Ecuaciones en el espacio de

estados representadas por matrices.

Los ceros son entonces los valores s = z para
los que la matriz del sistema polinémico, P(s),
pierde rango, dando como resultado una salida
cero para una entrada distinta de cero.
Numéricamente, los ceros se encuentran como
soluciones no triviales (con u, # 0yx, # 0) del

siguiente problema
(et -m)[] =0
welt g uely

Ecuacion 21. Férmula para calcular ceros en el

espacio de estados.

Esto se resuelve como un problema de valores

propios generalizado - en el problema de valores



propios convencional tenemos I, = I. Notese
gue normalmente obtenemos ceros adicionales si
la realizacion no es minima.

Ceros desde funciones de transferencia
(Skogestad & Postlethwaite, 2005) El teorema de
MacFarlane y Karcanias (1976) nos dice: “El
polinomio cero z(s), correspondiente a una
realizacion minima del sistema, es el maximo
comun divisor de todos los numeradores de todos
los menores de orden-r de G(s), donde r es el
rango normal de G(s), siempre que estos
menores se hayan ajustado de forma que tengan

como denominador el polinomio de polos ¢(s)”.

2.2.1.4 Controlabilidad del estado y observabilidad del estado

22141

Controlabilidad del estado

(Skogestad & Postlethwaite, 2005) El sistema
dindmico x = Ax + Bu o equivalentemente el
par (4;B), se dice que es controlable por el
estado si, para cualquier estado inicial x(0) =
Xo, Cualquier tiempo t; > 0 y cualquier estado
final x,, existe una entrada u(t) tal que x(t,) =
x;. En caso contrario, se dice que el sistema
no es controlable por el estado.

Dado un sistema dindmico lineal de la forma
x = AX + Bu con la condicién inicial x(t,) y
una entrada u(t), la respuesta dinamica del
sistema x(t) para t=>t, pueden ser

determinado desde
x(t) = eAl-tdx(t,) + ftto eAt-DBu(1)dr

Ecuacién 22. Respuesta para un sistema

dindmico de la forma x = Ax + Bu.

donde la matriz exponencial es e4® =]+

Yoo (AD* kL.
Desde la ecuacién 24 uno puede verificar que
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una entrada concreta que consigue x(t;) = x;
es

u(t) = —BTe® =OW, (£) 7 (e*1x — x,)
donde W_.(t) es la matriz Gramiana en el

tiempo t,

t
W,.(t) 2 feATBBTeATTdT
0

Ecuacion 23. Matriz gramiana de

controlabilidad en el tiempo t

Por lo tanto, el sistema (A4;B) es controlable
por el estado si y solo si la matriz Gramiana
W,(t) tiene rango completo (y, por tanto, es
definida positiva) para cualquier t > 0. Para
un sistema estable (A es estable) sélo
tenemos que considerar P = W_(0) , es decir,
el par (4; B)es controlable por el estado si y

s6lo si el Gramiana de controlabilidad
t
P2 j e4"BBTeA dr
0
Ecuacion 24. Gramiana de controlabilidad.

es positiva definida (P > 0) y, por tanto, tiene
rango completo n. P también puede obtenerse
como la solucion de la ecuacién de Lyapunov
AP + PAT = —BBT
Ecuacion 25. Solucion para la gramiana de
controlabilidad mediante la ecuacion de

Lyapunov.

Observabilidad de estado

(Skogestad & Postlethwaite, 2005) El sistema
dindmico x = AX + Bu, y = CX + Du (o por el
par (4; C)) se dice que es observable por el
estado si, para cualquier tiempo t; > 0, el

estado inicial x(0) = x, puede determinarse a



partir de la historia temporal de la entrada
u(t)y la salida y(t) en el intervalo [0;t,]. En
caso contrario, se dice que el sistema, o0 (4; C),
es no es observable.

Tenemos que el sistema (4; C) es observable

su y solo si la matriz Gramiana
t

Q =W, (t) 2 f eA'TCT CetTdr
0

Ecuacion 26. Matriz gramiana de

observabilidad.

gue debe tener rango completo n (y por tanto
ser definida positiva) para que el sistema sea
observable por el estado. Q también puede
encontrarse como solucién de la siguiente
ecuacion de Lyapunov
ATQ+QA=—-C"C
Ecuacion 27. Solucién para la gramiana de
observabilidad mediante la ecuacion de

Lyapunov.

2.2.2  Control multivariable
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Introduccion

(Hammond, 1963) La mayoria de los sistemas fisicos
con los que tratara el ingeniero de control, las plantas
tendran méas de una entrada o salida.

Fogel discute un control automatico multivariable
para aviones de alta velocidad. Frazer revisa varios
sistemas multivariables que aparecen en aviones y
estructuras vibratorias. Un proceso de mezcla
guimica podria tener entradas como el flujo de varias
materias primas, velocidad de mezcla, temperatura y
presion, y salidas como la mezcla de agregados,
viscosidad 'y temperatura. Otras plantas
multivariables son el guiado y control de vehiculos

espaciales laminadores de una planta siderurgica, y



los sistemas de distribucion de energia eléctrica.
(Skogestad & Postlethwaite, 2005) Consideramos
una planta multi-entrada multi-salida (MIMO, por sus
siglas en ingles), con m inputs and [ salidas. Por lo
tanto, el modelo béasico de funcién de transferencia
es y(s) = G(s).u(s), donde y esun vector [ x 1, u es
un vector 1xm y G(s) es una matriz de funcion de
transferencia con dimensiones [ x m.

Si realizamos un cambio en la primera entrada, u,,
generalmente afectara a todas las salidas,
Y1, V2 ---,YV1, €S decir, existe interaccion entre las
entradas y salidas.

Una planta no interactiva resultaria si u; solo afectara
Y1, U, solo afectara y, y asi sucesivamente.
(Albertos & Sala, 2003) La magnitud de todos estos
efectos de acoplamiento depende en gran medida de
las unidades de medida. Por lo tanto, siempre es
necesario un escalado adecuado para que todos los
errores tengan un significado comparable. En
algunos casos, las variables manipuladas y las
mediciones seleccionadas no parecen convenientes
a efectos de control y los cambios en el nimero y/o
posicion de los actuadores y sensores. En un
problema de control multivariable, el emparejamiento
de las variables de entrada/salida, el efecto de las
interacciones y las opciones para desacoplar
diferentes objetivos de control son cuestiones que
deben considerarse en las primeras fases del disefio.
La finalidad del sistema de control puede ser multiple.
Una de las caracteristicas mas importantes de un
sistema de control multivariable es su capacidad para
obtener la no interaccion entre las entradas. Si se
desea un cambio en una salida en particular, es
mucho mejor si solo se cambia una variable de

entrada en lugar de varias. Si se desea cualquier otra
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relacion entre las entradas y salidas que la que
presenta la planta, este tipo de sistema permitira su
realizacion. Es posible que se desee optimizar alguna
funcion especifica del sistema. El control optimo
puede adoptar la forma de minimizar el error entre las
salidas y un conjunto de salidas deseadas, minimizar
el efecto de la desviacion de los parametros de la
planta, minimizar el tiempo de respuesta o minimizar
el tiempo de respuesta o minimizar el coste de
operacion cuando el sistema cambia de un punto en
un espacio n dimensional a otro punto en el mismo
espacio. Se han desarrollado técnicas de disefio para
todos estos tipos de sistemas.

Control retroalimentado

(Ogata, 2002) EIl control retroalimentado se refiere a
una operaciéon que, en presencia de perturbaciones,
tiende a reducir la diferencia entre la salida de un
sistema y alguna entrada de referencia y lo continta
haciendo con base en esta diferencia. Aqui solo se
especifican con este término las perturbaciones
impredecibles, dado que las perturbaciones
predecibles o conocidas siempre pueden
compensarse dentro del sistema.

(Ogata, 2002) En un sistema de control en lazo
cerrado, se alimenta al controlador la sefial de
entrada y la sefial de realimentacion (que puede ser
la sefial de salida misma o una funcion de la sefal de
salida y sus derivadas y/o integrales), a fin de reducir
el error y llevar la salida del sistema a un valor
conveniente.

(Skogestad & Postlethwaite, 2005) Las siguientes
tres reglas son muy usadas cuando se evaluan
funciones de transferencia para sistemas
multivariables.

e Regla de cascada



Para la interconexion en cascada (serie) de G, y
G, en la Figura 2, la matriz de funcién de

transferenciaes G = G,G;.

Figura 2. Sistema en cascada. Fuente:
Skogestad, S., & Postlethwaite, 1. (2005).
Multivariable Feedback Control: Analysis and
Design (2.a ed.). p.64.

e Regla de realimentacion
Con referencia al sistema realimentado
positivamente en la Figura 3, tenemos que v =
(I-L) 'u donde L = G,G; es la funciéon de

transferencia alrededor del bucle.

Y

; ; 1
Ut v G, Y
_l_
‘ Z GQ

Figura 3. Sistema en retroalimentacion.
Skogestad, S., & Postlethwaite, I. (2005).
Multivariable Feedback Control: Analysis and
Design (2.a ed.). p.64.

A

e Regla de avance
Para matrices de dimensiones apropiadas
G (I — 6261)_1 = - 6162)_161

Ecuacioén 28. Regla de avance.

La ecuacion es verificada por pre-multiplicar
ambos lados por (I — G,G,) y pos-multiplicar
ambos lados por (I — G,G,).

2.2.2.2.1 Limitaciones fundamentales
Es pertinente preguntarnos porque se deberia
usar control retroalimentado en lugar de usar
un simple control de avance (feedforward). Un

perfecto controlador de avance se obtiene



removiendo la sefial de retroalimentacion y
usando un controlador
F(s) =P(s)™?!
Ecuacion 29. Controlador feedforward.

Asumimos que la planta y el controlador son
ambos estables y que todas |las
perturbaciones son conocidas. Sin embargo, P
nunca es un modelo exacto, y las
perturbaciones no son conocidas
exactamente.
Es importante conocer las limitaciones
fundamentales que se encuentran en un
problema de disefio:

a) Incertidumbre de las perturbaciones

b) Incertidumbre del proceso

c) Dinadmica del proceso

d) No linealidades
(Astrom & Hagglund, 2009) La dinamica del
proceso es, a menudo, un factor limitador. Son
factores relevantes los retardos de tiempo y
los polos y ceros en el semiplano derecho. Es
importante conocer estas limitaciones. Los
retardos de tiempo son el factor limitante mas
comun para  control PID. Resulta
intuitivamente claro que es imposible tener un
control exigente de un sistema con un retardo
de tiempo.

2.2.2.2.2 Funciones de transferencia — The gang of six
— La banda de los seis

(Bernhardsson & Astrom, s.f.) El bucle de
retroalimentacion de la figura 4 esta influencia
por tres sefales externas: la referencia r, la
perturbacion de carga d y el ruido de medicién
n. Hay al menos 3 sefales: x, y y u que son

de gran interés para el control. Esto significa



gue hay nueve relaciones entre las sefiales de
entrada y salidas. Debido a que el sistema es
lineal, estas relaciones pueden ser
expresadas en términos de funciones de
transferencia. Sean X, Y, U, D, N, R las
transformadas de Laplace de x, y, u, d, n, r,
respectivamente. Las siguientes relaciones

son obtenidas para el diagrama de bloques de

la figura 4
P PC PCF
f=15pc? 1N Tryeck
P 1 PCF
=17rc? TryecN Tryeck
PC C CF
U=-— R

D — N
I + PC I + PC + I + PC
Ecuaciéon 30. Funciones transferencia de las

sefales internas X, Yy U.

t... Contrller G|

Figura 4. Diagrama de bloque de un bucle de
retroalimentacion basico.

Se puede observar que varias funciones de
transferencia son las mismas y que estan
relacionadas entre si por el siguiente conjunto
de seis funciones de transferencia las cuales

son denominadas The Gang of Six.

PCF PC P
I + PC I + PC I + PC
CF C 1

I + PC I + PC I + PC
Ecuacion 31. Funciones de sensibilidad — The

Gang of Six.

(Bernhardsson & Astrom, s. f.) Las funciones

de transferencia en la primera columna nos



PS

cS

S

dan la respuesta de la variable del proceso y

L ., o .
=771 Funcion sensibilidad complementaria
P Funcion sensibilidad a perturbaciones

I + L de carga
C

= Funcioén sensibilidad al ruido

- — Funcioén sensibilidad
I + L

la sefial de control al punto de consigna o
setpoint. La segunda columna nos da las
mismas sefales, pero para el caso de
retroalimentacion error purocuando F = 1.La
funcién P/(I + PC) en la tercera columna nos
dice como la variable de proceso reacciona a
la perturbacion de carga, y la funcion C/(I +
PC) nos da la respuesta de la sefial de control
con respecto al ruido medido.
Nos damos cuenta que solo se necesitan
cuatro funciones de transferencia para
describir como reacciona el sistema a las
perturbaciones de carga y el ruido medido y
que dos funciones de transferencia
adicionales son requeridas para describir
como el responde el sistema a cambios en la
consigna o setpoint.
El caso especial en donde F = 1, todas las
acciones de control estan basadas en la
retroalimentacion solo desde el error. En este
caso el sistema es caracterizado por cuatro
funciones de transferencia donde la ganancia
en bucle L es la funcion de trasferencia del
lazo definida por:

L = PC
Ecuacion 32. Funcion de transferencia de lazo

abierto.
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Para describir como el sistema reacciona
frente a las perturbaciones de carga y al ruido
de medida. Estas funciones de transferencia
las denominaremos la banda de los cuatro.
(Bernhardsson & Astrom, s.f) El caso
especial cuando F = 1 se llama un sistema
con realimentacién del error (puro). En este
caso, todas las acciones de control se basan
solo en la realimentacion del error, que queda
caracterizado completamente por la banda de
los cuatro.

Con frecuencia estamos interesados en la
magnitud de las funciones de transferencia
dadas por ecuacion 33. Es importante tener en
cuenta que las funciones Sy T son
adimensionales, pero las funciones de
transferencia PS y CS no lo son. Para objetivos
practicos es por lo tanto importante normalizar
sefales, por ejemplo, escalando las entradas
y salidas del proceso en el intervalo 0alo —
lal.

Las funciones de sensibilidad

(Bernhardsson & Astrom, s.f.) Dos de las
funciones de transferencia ecuacion 33 son de
interés particular, la funcién de sensibilidad S y
la funcién de sensibilidad complementaria T.
Las funciones de sensibilidad estan
Gnicamente dadas por la funcién de
transferencia del lazo y tiene la propiedad de
S + T = 1. Las funciones de transferencias
reflejan muchas propiedades interesantes del
sistema en lazo cerrado, particularmente la

robustez frente a variaciones del proceso.

a) Pequeiias variaciones del proceso — La funcion de

sensibilidad



Se sigue que la funcion de transferencia desde el

punto de consigna a la variable del proceso es
PCF
nysp = nysp 71 T PC
Ecuacion 33. Funcion de transferencia desde el

punto de consigna a la variable de proceso.

Considérese Gyy,,, como una funcion de la funcion

de transferencia del proceso P. Diferenciando con

respecto a P se deduce

dGyy,,  CF PC?F  CF
dpP 1+PC (1+PC)? (1+PC)?
1 CF
“1+PC1+PC
De donde,

deysp _ 1 dP _ dP

4P 1+PCP P
Ecuacién 34. Variacion relativa en la funcién de

transferencia G.

(Bernhardsson & Astrom, s.f.) Obsérvese que la
cantidad dG/G se pueden interpretar como la
variacion relativa en la funcion de transferencia G. La
ecuacion 35 implica asi que el error relativo en la

funcion de transferencia en lazo cerrado Gy,

es
igual al producto de la funcion de sensibilidad por el
error relativo en el proceso. Para frecuencias donde
la funcién de sensibilidad es pequefia se sigue asi
gue el sistema en lazo cerrado es muy insensible a
las variaciones en el proceso. Este es realmente uno
de los motivos clave para usar realimentacion. La
ecuacion 36 es una de las razones de por qué S se

llama funcién de sensibilidad.



b)

Figura 5. Diagrama de bloque de sistemas en lazo
abierto y cerrado sujetos a las mismas
perturbaciones.

Atenuacion y perturbacion

(Astrom & Hagglund, 2009) Una cuestion
fundamental es en cuanto se ven influenciadas por
la realimentacion las fluctuaciones en la variable del
proceso. Considérese la situacion mostrada en la
Figura 5 donde la misma perturbacién de carga
actia sobre un proceso P en lazo abierto y sobre el
proceso P en lazo cerrado con el controlador C. Sea
v, la salida del sistema en lazo abierto e y; la salida
del sistema en lazo cerrado. Tenemos la siguiente
relacion entre las transformadas de Laplace de las
sefales,

Ycl(s) _ 1
Y, (s) 1+ P(s)C(s)

Ecuacion 35. Relacion entre la salida del sistema en

= S(s)

lazo cerrado y lazo abierto.

(Astrom & Hagglund, 2009) Perturbaciones con
frecuencias w tal que |S(iw)| < 1 se atendan asi por
realimentacion, pero perturbaciones tales que
|S(iw)| > 1 se amplifican por la realimentaciéon. Un
diagrama de la magnitud de S nos dice

inmediatamente el efecto de la realimentacion.



A\ Im Gy(iw)

Figura 6. Diagrama de Nyquist de la funcion de
transferencia del lazo que muestra la interpretacion

grafica de la sensibilidad maxima.

Como la sensibilidad sélo depende de la funcion de
transferencia del lazo se puede Vvisualizar
graficamente en el diagrama de Nyquist de dicha
funcién de transferencia. (Astrom & Hagglund, 2009)
Esto se ilustra en la Figura 6. El nimero complejo
1 + G,(iw) se puede representar en el diagrama de
Nyquist como el vector que va desde el punto —1 al
punto G,(iw).La sensibilidad es asi menor que uno
para todos los puntos fuera del circulo de radio 1y
centro en -1. Las perturbaciones de estas
frecuencias se atentan por la realimentacion. La
frecuencia mas baja donde la funcion de sensibilidad
tiene magnitud 1 se llama la frecuencia de cruce de

sensibilidad ws,.. El valor

1
1+ P(iw)C(iw)

M; = max|S(iw)| =max
w w

e
1+Gl(l(1)) ’

Ecuacion 36. Sensibilidad maxima en frecuencia de

= max
w

cruce de sensibilidad.

que se llama sensibilidad maxima, da el peor caso
de amplificacion de las perturbaciones.

(Astrom & Hagglund, 2009) La sensibilidad no se



puede hacer arbitrariamente pequefia. La siguiente
relacion se mantiene bajo condiciones

razonablemente generales para sistemas estables
f log|S(iw)|dw =0
0
Ecuacion 37. Integral de Bode.

(Astrom & Hagglund, 2009) Esta relacion tan
importante se llama integral de Bode. Dice que si la
sensibilidad se reduce para una frecuencia aumenta
en otra frecuencia. La retroalimentacion puede asi
redistribuir la atenuacion de las perturbaciones para
diferentes frecuencias, pero no puede reducir el
efecto de las perturbaciones para todas las
frecuencias.

Margenes de estabilidad y maxima sensibilidad
(Astrom & Hagglund, 2009) Obsérvese que |1+
G,(iw)|es la distancia desde un punto del diagrama
de Nyquist de la funcién de transferencia del lazo al
punto —1. Ver la Figura 6. La distancia mas corta
desde el diagrama de Nyquist de la funcién de
transferencia del lazo al punto critico -1 es asi 1/M.
La maxima sensibilidad puede asi servir también
como un margen de estabilidad. Un requisito sobre
M, da las siguientes acotaciones para los margenes

de ganancia y de fase

M;
Im 2
(1
Pm = 25in (2M5>

Ecuacion 38. Acotaciones para margenes de

ganancia y fase.

2.2.2.2.4 Cuantificando los requisitos

(Astrom & Hagglund, 2009) Para cuantificar
los requisitos es necesario tener una clara

comprension del objetivo primario del control.



En general, se tiene que considerar

— Atenuacion de la perturbacion de carga

— Respuesta del ruido de medida

— Robustez frente a incertidumbre del

proceso

— Respuesta al punto de consigna
(Astrom & Héagglund, 2009) El énfasis sobre
los diferentes factores depende del problema
de control particular. La robustez es
importante para todas las aplicaciones. El
seguimiento del punto de consigna es el mayor
problema en el control de movimiento, donde
se desea que el sistema siga a determinadas
trayectorias. En control de procesos, la mayor
parte del tiempo el punto de consigna se
mantiene normalmente constante;
comunmente los cambios se hacen solo
cuando se altera la produccion. El rechazo de
perturbaciones de carga es en realidad el tema
clave en control de procesos. Hay también
situaciones donde el objetivo del control no es
mantener las variables del proceso en valores
especificados. Un ejemplo tipico es el control
de nivel en tanques de igualacion. La razon
para utilizar estos tanques es suavizar las
variaciones de caudal. En tal caso el nivel del
tanque deberia fluctuar dentro de ciertos
limites. Una buena estrategia es no realizar
ninguna accion de control mientras el nivel del
tanque permanece dentro de ciertos limites y
s6lo aplicar control cuando el nivel esta
préximo a los limites. Esto se llama control
promedio o control por tanque de
compensacion.

(Astrom & Hagglund, 2009) La conducta lineal



del sistema esta completamente determinada
por la Banda de los Seis (seccion 4.3).
Despreciando la respuesta al punto de
consigna es suficiente considerar la Banda de
los Cuatro (seccidn 4.4). Las especificaciones
se pueden expresar en términos de estas
funciones de transferencias.
a) Respuesta a perturbaciones de carga
(Astrom & Hagglund, 2009) Una estimacién de la
efectividad de un sistema de control para rechazar
perturbaciones estd dada por ecuacion 24, que
compara las salidas de un sistema en lazo abierto y
en lazo cerrado cuando las perturbaciones son las
mismas. El andlisis muestra que se atentan por la
realimentacion las perturbaciones con frecuencias
menores que la frecuencia de cruce de sensibilidad
ws. Y que la amplificacion mas grande de las
perturbaciones es la sensibilidad maxima M.
Las perturbaciones de carga estan a menudo
dominadas por las bajas frecuencias. Las sefiales en
escalbn son por lo tanto usadas como
perturbaciones prototipos. Las perturbaciones
pueden entrar al sistema de muchas formas
diferentes. Si nada se conoce, con frecuencia se
supone que las perturbaciones entran en la entrada
del proceso. La respuesta de la variable de proceso

viene entonces dada por la funcién de transferencia

Gy = P —PS—T
XxT14ypc T C

Ecuacion 39. Funcion de transferencia

representada por la sensibilidad complementaria.

Como las perturbaciones de carga generalmente
tienen bajas frecuencias es natural que el criterio
realce la conducta de la funcion de transferencia en

bajas frecuencias. El filtrado de la sefial de medida



b)

tiene sélo un efecto marginal sobre la atenuacion de
las perturbaciones de carga porque el filtro sélo
atenva las altas frecuencias. Para un sistema con
P(0) = 0 y un controlador con accion integral la
ganancia del controlador tiende a infinito para bajas
frecuencias, y tenemos la siguiente aproximacion
para pequefios s;
T 1 s

Ecuacion 40. Aproximacion de perturbaciones de

Gxd

carga en bajas frecuencias (bajos s).

(Astrom & Hagglund, 2009) Puesto que las
perturbaciones de carga normalmente tienen bajas
frecuencias esta ecuacion implica que la ganancia
integral k; es una buena medida del rechazo a las
perturbaciones de carga.

Respuesta al ruido de medida

(Astrom & Hagglund, 2009) Una consecuencia
inevitable de usar realimentacion es que el ruido de
medida se realimenta en el sistema. El ruido de
medida, que tipicamente tiene altas frecuencias,
genera acciones de control no deseables vy
variaciones en la variable del proceso. Las
variaciones rapidas en la variable de control son
perjudiciales porque originan roturas en valvulas y
motores e incluso saturan al actuador. Es importante
mantener estas variaciones en un nivel razonable.
Un requisito tipico es que las variaciones solo sean
una fraccion del rango de la sefal de control. Las
variaciones se pueden ver influidas por el filtraje y
por un disefio adecuado de las propiedades de alta
frecuencia del controlador.

(Astrom & Héagglund, 2009) Los efectos del ruido de

medida son asi captados por la funcion de



2.2.2.3

transferencia del ruido de medida a la sefal de

G1 In CS
= = = .

Ecuacién 41. Funcién de transferencia del ruido de

medida a la sefial de control.

Para bajas frecuencias (pequefos s) la funcién de

transferencia se aproxima a 1/P(0)y para altas

frecuencias (grandes s) tenemos aproximadamente
Gun = C.

Ecuacién 42. Aproximacion de ruido de medida para

altas frecuencias (grandes s).

Control PID

(Astrom & Hagglund, 2009) EIl Control Proporcional,
Integral y Derivativo, 0 como se conoce comunmente
PID, es un método que esta disefiado para que la o
las variables de salida en algun determinado proceso
lleguen al punto que se desea. Es muy interesante
indicar que mas de la mitad de los controladores
industriales que se usan hoy en dia utilizan
esquemas de control PID o PID modificado.

(Astrom & Hagglund, 2009) Una de sus principales
ventajas, y lo que lo lleva a ser el mas usado en la
industria, es que se puede utilizar a pesar de no
conocer el modelo matematico de la planta.
Normalmente estos controles se llegan a sintonizar
en planta, con los equipos en funcionamiento, esto
hace que en algunos casos el control pueda ser
alterado para poder lograr un control optimo, cuando
se hacen cambios ya no es un PID normal, se
transforma en un PID modificado. No se detallara
todos los controles modificados ya que hasta la fecha
se siguen estudiando y mejorando.

(Astrom & Hagglund, 2009) En este caso, la entrada



viene a ser el valor al que se espera llegar, una vez
este valor ingresa a nuestro controlador ya
sintonizado con los parametros respectivos, se
ejecutara una accion de salida en el controlador y
este ingresara a nuestra planta, esta sefal que
ingresa a nuestra planta lo que busca sera que el
valor que nosotros ingresamos sea el mismo que
sale, para que cuando se analice el error, que en este
caso es la resta de entrada y salida, sea el valor de 0
o lo mas préximo a este. En porcentaje de error
aceptable variard dependiendo al tipo de planta, ya

que algunas son mas tolerantes al error que otras.

2.2.2.3.1  Accion proporcional
(Astrom & Hagglund, 2009) Este parametro,
en algunos casos, se puede tomar como un
tipo de control (Control Proporcional), ya que
se relaciona directamente con el error, por
ende, la accion de control es simplemente
proporcional al error de control, en caso de
que el control sea netamente proporcional la
ecuacion se define como:
u(t) = Kpe(t) + u,

Ecuacién 43. Controlador proporcional.

Donde e(t) viene a ser el error, u(t) es la sefial
de control y u; vendria a ser la polarizacion,
gue muchas veces se calcula de la siguiente

manera:

_ (uméx + umin)
Up = 2

Ecuacion 44. Polarizacion de un controlador

proporcional.

(Astrom & Hagglund, 2009) En algunos casos

se ajusta de manera manual para que el error



de control estacionario sea cero en el punto de
consigna dado. Cabe resaltar que el

parametro K, tiene el mismo funcionamiento

gue en la accion proporcional, pero ahora
mostraremos una grafica en la cual se puede
observar el comportamiento de nuestro

parametro.

K

-5
/"\( K=2%
e

2.2.2.3.2

Figura 7. Simulacion de un sistema en lazo
cerrado con control proporcional. Astrom, K.,
& Hagglund, T. (2009). Control PID
Avanzado. p. 69

Accibn integral

(Astrom & Hagglund, 2009) La finalidad de
este parametro es asegurar que en la accion
de salida del proceso coincida en el punto de
consigna en estado estacionario, ya que en el
control proporcional hay un error en estado
estacionario, pero con la accion integral, el
error positivo hara que la sefal de salida sea
creciente, y un error negativo hara que la sefial

sea decreciente. En la siguiente ecuacion:

€o
u():K(eo‘l'F )
L

Ecuacion 45. Controlador integral.
(Astrom & Hagglund, 2009) Donde tenemos

gue u, es la sefial de control, e, es el error

constante. Recordemos que para el caso de



eo = 0, el error en estado estacionario es 0.
Esta accion integral se puede representar
como si la polarizacion de la accion
proporcional fuera 0, ya que manda a O el valor
de la polarizacion.

Esta fue realmente una de las primeras
invenciones de la accion integral, o “reset
automatico” tal como se llamd.

En la siguiente figura se observa la accion
integral como realimentacion positiva en un

sistema de primer orden

Ti=1

T,=2
Li=%
————
—_—

T=00

2.2.2.3.3

T T T T

5 10 15 20

Figura 8. Simulacion de un sistema en lazo

cerrado con control proporcional e integral.

Astrom, K., & Hagglund, T. (2009). Control
PID Avanzado. p.71

u =K<e + %fe(r)dr)

Ecuacioén 46. Funcion de salida de un
controlador PI.

Accién derivativa

Lo que busca la accion derivativa es mejorar
la estabilidad del sistema en lazo cerrado. La
inestabilidad la podemos definir con la

siguiente figura



2.3

Marco conceptual

1 2 3

Figura 9. Interpretacion de la accion
derivativa como control predictivo, donde la
prediccidn se obtiene por extrapolacion lineal.
Astrom, K., & Hagglund, T. (2009). Control
PID Avanzado. p.72

(Astrom & Hagglund, 2009) La accion
derivativa, en resumen, es proporcional a la
derivada del error en el control y gracias a este
término se puede predecir la accion del control
al paso del tiempo.

Uniendo las 3 acciones nos da como resultado

lo siguiente
u= K(e+ lfe(l')dﬂc+ Td%>
Ecuacion 47. Controlador PID ideal.

La ecuacién representa un controlador
idealizado, es una buena forma de entender
las bases del PID, pero se deben hacer
modificaciones para obtener un controlador

gue sea practicamente util.

2.3.1 Sistemas de control automatico

2.3.1.1 Variable controlada

(Ogata, 2002) Normalmente, es la salida del sistema.

Control significa medir el valor de la variable

controlada del sistema a la cual se le aplica la sefal

de control al sistema para limitar la desviacion del

valor medido con respecto a un valor deseado.

2.3.1.2 Variable manipulada



(Ogata, 2002) Cantidad que se varia en el controlador
logrando afectar al valor de la variable a controlar.

2.3.1.3 Planta
(Ogata, 2002) Una planta puede ser una parte de un
equipo, tal vez un conjunto de las partes de una
maquina que funcionan juntas, el propdsito de la cual
es ejecutar una operacion particular. Podemos llamar
planta a un objeto fisico al cual se va a controlar (tal
como un dispositivo mecanico, un horno de
calefaccién, un reactor quimico o una nave espacial).

2.3.1.4 Proceso
(Ogata, 2002) El Diccionario Merriam-Webster define
un proceso como una operacidon o un desarrollo
natural progresivamente continuo, marcado por una
serie de cambios graduales que se suceden uno al
otro de una forma relativamente fija y que conducen
a un resultado determinado; una operacion artificial o
voluntaria progresiva que consiste en una serie de
acciones controladas sistematicamente dirigidos
hacia propdésitos determinados.

2.3.1.5 Sistema
(Ogata, 2002) Un sistema es una combinacion de
componentes que actian juntos y realizan un objetivo
determinado, siendo este no necesariamente fisico.
El concepto de sistema se aplica a fendmenos
abstractos y dinamicos

2.3.1.6  Perturbaciones
Una perturbacion es una sefal que tiende a afectar
negativamente el valor de la salida de un sistema. Si
la perturbacién se genera dentro del sistema se
denomina interna, en el caso contrario se le llama
externa. (Ogata, 2002)

2.3.2 Inecuaciones de matrices lineales (LMI)
2.3.2.1 Breve historia de LMIs en la teoria de control

La historia de las LMIs en el andlisis de sistemas



dindmicos se remonta hace mas de 100 afos. La
historia comienza alrededor de 1890, cuando
Aleksandr Mikhailovich Lyapunov publica su trabajo
cumbre introduciendo lo que llamamos ahora teoria
de Lyapunov el cual es un estudio sistematico de la
expansion y contraccion de las propiedades locales
de movimientos de los sistemas dinamicos en torno a

un atractor. El demostr6 que la ecuacion diferencial

d
Ex(t) = Ax(t),

es estable, es decir, todas las trayectorias convergen
a cero, si y solo si existe una matriz P positiva-
definida tal que

ATP + PA <.

Ecuacién 48. Desigualdad de Lyapunov.

El requisito P > 0, ATP + PA< 0 es lo que ahora
llamamos una desigualdad de Lyapunov sobre P, que
es una forma especial de una LMI. Lyapunov también
demostré que esta primera LMI podia resolverse
explicitamente. En efecto, podemos elegir cualquier
Q = QT > 0yresolver laecuacion lineal AP + PA =
—Q para la matriz P, que se garantiza que es positiva-
definida si el sistema es estable. En resumen, la
primera LMI utilizada para analizar la estabilidad de
un sistema dinamico fue la desigualdad de Lyapunov,
gue puede resolverse analiticamente (resolviendo un
conjunto de ecuaciones lineales).

El siguiente hito importante se produce en la década
de 1940. Lur'e, Postnikov y otros en la Unidn
Soviética aplicaron los métodos de Lyapunov a
algunos problemas practicos especificos de la
ingenieria de control, especialmente, el problema de
la estabilidad de un sistema de control con una no
linealidad en el actuador en donde fueron los

primeros en aplicar los métodos de Lyapunov a
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problemas practicos de ingenieria de control. Las LMI
resultantes se resolvian analiticamente, a mano. Por
supuesto, esto limitaba su aplicacion a sistemas
pequefios (de segundo o tercer orden).

El siguiente gran avance se produjo a principios de
los afios 60, cuando Yakubovich, Popov, Kalman y
otros investigadores consiguieron reducir la solucién
de las LMI que surgieron en el problema de Lur'e a
simples criterios graficos.

En un articulo de 1976, Horisberger y Belanger
habian observado que la existencia de una funcién
de Lyapunov  cuadratica que  demuestre
simultdneamente la estabilidad de una coleccion de
sistemas lineales es un problema convexo que
implica LMIs.

Posteriormente, en 1988, Nesterov y Nemirovskii
desarrollaron métodos de punto interior que se
aplican directamente a problemas convexos que
involucran LMls.

Definicién

Muchos de los problemas en teoria de sistemas
lineales y en teoria de control robusto pueden ser
formulados como optimizaciones convexas las cuales
envuelven inecuaciones de matrices lineales.

Una LMI tiene la forma de

m
F(x)éF0+ZXiFi> 0,

i=1

Ecuacion 49. Formula general de un LMI.

donde las matrices simétricas F; = F;,” € R™" para
0 < i <m son dadas y la variable x = [x;,**, x]"
esta en R™. El simbolo de desigualdad en ecuacién
51 significa que F(x) es positiva-definida, en otras
palabras, u” F(x)u > 0 paratodos u € R™ distintos a

cero. Por supuesto, la LMI es equivalente a un



conjunto de n desigualdades polinémicas, es decir,
los principales menores de F(x) deben ser positivos.
La LMI da lugar a dos tipos de preguntas:

— El problema de viabilidad de la LMI consiste en
comprobar si existen variables reales x, -+, x,,
tales que se cumpla la ecuacion 51.

— El problema de optimizacion de la LMI consiste
en minimizar una funcién de coste c(x) =
€1X1 + -+ + cpx,, SObre todos los x4, -++, x,,, quUe
satisfacen la restriccion 51.

La ecuacion 51 es una restriccion convexa sobre x,
es decir, el conjunto es convexo. Aunque parezca
que la LMI ecuacion 51 tiene wuna forma
especializada, puede representar una gran variedad
de restricciones convexas sobre x. En particular, las
desigualdades lineales, desigualdades cuadraticas
(convexas), desigualdades de norma matricial, y
restricciones que surgen en la teoria de control, como
las de Lyapunov y las desigualdades matriciales
cuadraticas convexas, pueden adoptarse en la forma
de una LMIL.
2.3.3 Problemas de optimizacién
2.3.3.1 Terminologia basica
Usamos la notacion

minimizar f,(x)
filx) <0, i=1,--,m
hi(x) =0,i=1,-,p

Ecuacion 50. Formula general de un problema de

sujeto a

optimizacion.

para describir el problema de encontrar x que
minimice f,(x) entre todos los x que satisfagan las
condiciones f;(x) <0, i=1,--,m,y hi(x) =0, i =
1,---,p. Llamamos x € R" la variable de optimizacion
y la funcion f, : R®™ - R" es la funcion objetivo o la

funciobn costo. Las inecuaciones f;(x) <0 se
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denominan restricciones de desigualdad, y las
funciones correspondientes  f; : R®" > R" son
llamadas funciones de restriccion de desigualdad.
Las ecuaciones h;(x) = 0 son llamadas restricciones
de igualdad, y las funciones h;: R™ - R son las
funciones de restriccion de igualdad, Si no hay
restricciones (es decir, m = p = 0) decimos que la
ecuacion 52 no tiene restricciones.

El conjunto de puntos para los que se definen el
objetivo y todas las funciones de restriccion,

m p
D= ﬂdomfi nﬂdamhi
i=0 i=1

Ecuacion 51. Dominio del problema de optimizacion.

se denomina dominio del problema de optimizacion
de la ecuacion 50. Un punto x € D es factible si
satisface las restricciones f;(x) <0, i=1,=-,m, y
h;(x)=0,i=1,--,p. Se dice que el problema (eq)
es factible si existe al menos un punto factible, y no
factible en caso contrario. El conjunto de todos los
puntos factibles se denomina conjunto factible o
conjunto de restricciones.
El valor optimo p* de la ecuacion 52 es definido como
p* = inf{fo(x) | fi(x) <0,i =1,---,m, hy(x) =0,i
=1,-,p}
Permitimos que p* tome los valores ampliados de
+oo. Si el problema es no factible, tenemos p* = o
(siguiento la convencién estandar de que el infimo del
conjunto vacio es o). Si existen puntos factibles x;
con fy(x,) » —o0 a medida que k — oo, luego p* =
—o0, y decimos que el problema de la ecuacion 52 es
ilimitado por debajo.
Problemas de optimizacion convexa en forma
estandar

La optimizacién convexa es el proceso de minimizar



una funcién objetivo convexa sujeta a restricciones
convexas o0, de forma equivalente, maximizar una
funcion objetivo coOncava sujeta a restricciones
convexas. Para muchos problemas de optimizacion
convexa es posible encontrar de forma eficiente
puntos que satisfagan las condiciones de optimalidad
local. Dado que un punto que es un Optimo local es
también un oOptimo global, basta con encontrar un
optimo local para resolver el problema. Las
aproximaciones convexas de problemas no convexos
proporcionan limites del valor objetivo 6ptimo y
soluciones aproximadas.

Un problema de optimizacion convexa es de la forma

minimizar f,(x)

ot filx) <0,i=1,--,m
sujeto a a{x — bi; i = 1’...’p

Ecuacion 52. Formula general de un problema de

optimizacién convexa.

donde fy, -, fm i+ R™ = R son funciones convexas,
es decir, satisfacen
filax + By) < afi(x) + Bfi(¥)
para todo x,y € R" y todo a,F €R con a+f =
L,a=>0,6=0.
Comparando el problema de la ecuacién 54 con el
problema general de la forma estandar de la ecuacion
52, el problema convexo tiene tres requerimientos
adicionales:
— La funcion objetivo debe ser convexa
— Las funciones de restriccion de desigualdad
deben ser convexas
— Las funciones de restriccion de igualdad
h;(x) = al x — b; deben ser afines.
2.3.3.3  Programacion semidefinida
Un programa semidefinido (SDP) es un problema de

optimizacién donde el objetivo es una funcion lineal



de las variables y las restricciones consisten en
restricciones LMI y restricciones de igualdad lineal:

minimizar cTx
FO + x1F1 + + ann 2 0
Ax = b.

Ecuacion 53. Formula general de un programa

sujeto a

semidefinido.

Los datos del problema son el vector c € R™y m +
1matrices simétricas F,, -, E, € R"™™, El signo de
desigualdad en F(x) =0 significa que F(x) es
positiva semidefinida, es decir, zT F(x) > 0 paratodos
z € R",

Llamamos a la desigualdad F(x)>0 wuna
desigualdad matricial lineal y al problema de la
ecuacion 55 un programa semidefinido. Un programa
semidefinido es un problema de optimizacion
convexo, ya que su objetivo y su restriccion son
convexos: si F(x) =0 y F(y) =0, entonces, para
todol, 0<1<1,

FAx+(1—-2y)) =AF(x) + (1 —=DF(y) =0

Figura 10. Ejemplo de programacion semidefinida.

La figura 10 muestra un ejemplo sencillo con x € R?
y F; € R7*7, El objetivo es dar una imagen genérica
gue muestre algunas de las caracteristicas de los
programas semidefinidos, por lo que los valores
especificos de los datos no son relevantes. El limite
de la region factible se muestra como la curva oscura.
La region factible, es decir, consiste en esta curva

limite junto con la regidn que encierra. A grandes
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rasgos, el problema de programacion semidefinida es
moverse lo mas lejos posible en la direccion —c,
permaneciendo en la region factible. Para este
programa semidefinido existe un punto 6ptimo, x,.;.
Este sencillo ejemplo demuestra  varias
caracteristicas generales de los programas
semidefinidos. Ya hemos mencionado que el
conjunto factible es convexo. Obsérvese que la
solucién optima x,,. esta en la frontera del conjunto
factible, es decir, F(x,,;) €s singular; en el caso
general siempre hay un punto 6ptimo en la frontera
(siempre que el problema sea factible). En este
ejemplo, la frontera del conjunto factible no es lisa:
esta consiste en dos segmentos lineales y dos
segmentos curvos suaves. En el caso general, la
frontera esta formada por superficies algebraicas a
trozos. Omitiendo algunos tecnicismos, la idea es la
siguiente. En un punto donde la frontera es suave, se
define localmente por algunos menores especificos
de la matriz F(x) que desaparecen. Por lo tanto, el
limite es localmente el conjunto cero de algunos
polinomios en xi,--,x,,, €s decir, una superficie

algebraica.

Respuesta del punto de consigna

(Astrom & Hagglund, 2009) Las siguientes especificaciones

sobre el punto de consigna se expresan generalmente en el

dominio del tiempo. Puede incluir requisitos sobre el tiempo

de subida, tiempo de asentamiento, razén de decaimiento,

sobre elongacion, y error en estado estacionario frente a

cambios en escalan en el punto de consigna.
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Tiempo de subida (7;)

(Astrom & Hagglund, 2009) Se define o como la
inversa de la maxima pendiente de la respuesta a un
escalén o como el tiempo que tarda respuesta a un

escalon en cambiar del 10 por ciento al 90 por ciento
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2.3.4.3

de su valor en estado estacionario.

Tiempo de establecimiento (Ty)

(Astrom & Hagglund, 2009) Se define como el tiempo
gue le lleva a la respuesta en escalon permanecer
dentro del p por ciento de su valor en estado
estacionario. Se suelen utilizar normalmente los
valores p = 1,2y 5 por ciento del valor en estado
estacionario.

Razdn de decaimiento d

(Astrom & Hagglund, 2009) Se define como la razon
entre dos maximos consecutivos del error para un
cambio en escalon en el punto de consigna o en la
carga, ver la figura. El valor d = %, que se llama
razon de decaimiento de un cuarto, ha sido usado
tradicionalmente. Este valor es, sin embargo,
normalmente demasiado alto, como se demostrara

posteriormente.

i

a ad

Figura 11. Determinacion grafica de modelos
matematicos para sistemas con una respuesta en
escalon oscilatorio.

(Astrom & Hagglund, 2009) Un modelo oscilatorio
sencillo tiene tres parametros: la ganancia estética
K,, la frecuencia natural no amortiguada 1/T, y el
amortiguamiento relativo {. Estos pardmetros se
pueden determinar aproximadamente de la respuesta
en escalon tal como se muestra en la figura. Los
parametros T y { estan relacionados con el periodo

de tiempo T, y la razon de decaimiento d como sigue:
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2.3.45

d = e~28m/\1-¢? _2nT

1 =7

€= \/1 + (2m/ log d)? Y p

Sobre elongacién

(Astrom & Hagglund, 2009) Se define como la razén
entre la diferencia entre el primer piso y el valor en
estado estacionario de la respuesta a un escalon.
Con frecuencia se da en tanto por ciento. En
aplicaciones de control industrial es comun
especificar una sobre elongacion maxima de 8 a 10
por ciento. Sin embargo, en muchas situaciones es
deseable, tener una respuesta sobre amortiguada
con ninguna sobre elongacion.

Error en estado estacionario

ess = Ysp —Yo €S el error de control en estado
estacionario e. Esto es siempre cero para un
controlador con accion integral.

A

Nop o= == - e e e e e e R e e e e e e e

I R e R N e S == 2p%

Hmax

L]

Y

Figura 12. Especificaciones sobre el seguimiento
del punto de consigna basadas en la respuesta
temporal a un escalon unitario en el punto de

consigna. La curva superior muestra la respuesta de



salida, y la curva inferior muestra la sefial de control

correspondiente.

2.4  Sistema de Hipdtesis
24.1. General
El método de sintonizacién PID por optimizacion convexa
mediante LMI alcanza un menor tiempo de establecimiento
que el método de sintonizacion PID en una planta de primer
orden MIMO 2X2.
2.5 Variables e indicadores
2.5.1 Variable 01

— Control PID
Definicion:

— Meétodo utilizado por la mayoria de procesos
industriales para manejar variables que necesitan ser
controladas con precision.

Indicadores
— Variables Kp,Kiy Kd
2.5.2 Variable 02

— Tiempo de establecimiento
Definicion:

— Tiempo que se necesita para que una variable de
respuesta permanezca dentro de los limites
determinados por el setpoint o valor de entrada.
Indicadores

— Porcentaje de error entre valor final y valor inicial

.  METODOLOGIA EMPLEADA
3.1 Tipoy nivel de investigacion

3.1.1 De acuerdo a la orientacion o finalidad
El presente trabajo sera un tipo de investigacion exploratoria
— correlacional

3.1.2 De acuerdo a la técnica de contrastacion
Segun la técnica de contrastacion, el presente trabajo es
cuantitativa

3.2 Poblacién y muestra de estudio
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3.2.2

Poblacion
La poblacién seran plantas de primer orden MIMO 2X2
Muestra
La idea principal de la seleccion fue la variabilidad de los
procesos, es decir, investigar procesos industriales que ya
se hayan trabajado anteriormente en otros trabajos y poder
usar el modelo matematico
La Planta 1 fue tomada del trabajo de (Morilla et al., 2013),
titulada: “Disefio de sistemas de control multivariable por
desacoplo con controladores PID”. Esta planta representa
una columna de destilacion 2x2 de Vinante-Luyben. Este
proceso describe la dinamica entre la temperatura, caudales
de reflujo y vapor. Se presenta el modelo matemético de
dicha planta en la ecuacion 54

—2.2e”5 1.3e7° \

/ 7s + 1 7s + 1
GII/VL(S) = —2.8e~18s 4_36—1.055/

95s+1 92s+1
Ecuacién 54. Planta 1. Columna de destilacion 2x2

de Vinante-Luyben.

La Planta 2 fue tomada del mismo trabajo (Morilla et al.,
2013), es un reactor de polimerizacion a escala industrial
donde las dos variables controladas son medidas de las
condiciones del reactor y las dos variables manipuladas son
las referencias de los lazos secundarios de caudales de
recirculacion, en ecuacién 55 podemos ver su modelo

matematico.

22.89¢794  —11.64e7945

4572s +1 1.807s + 1
4.689¢ 045 5.80e 7048

2174s +1 1.801s + 1
Ecuacion 55. Planta 2. Reactor de polimerizacion a

GR (s) =

escala industrial.
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3.4

3.5

Disefio de contrastacion

A=/ C

Figura 13. Disefio de contrastacion.

Donde:

A: Las muestras tomadas

D: Tipo de sintonizacion clasica

D: Tipo de sintonizacion mediante LMI

B y C: Tiempos de establecimiento

Disefio de investigacion

El disefio de la presente tesis vendria a ser un tipo exploratorio

comparativo. Se busca realizar una comparacion entre los tiempos

para determinar si hubo mejora o0 no con la herramienta tstutend.

Procedimiento

1.

Se selecciond las muestras de las plantas de primer orden
MIMO 2x2 y se modeld en el software de programacion
MATLAB. Se cambiaron los polos de tal manera que se
acerquen y alejen del eje imaginario.

Se analiz6 la estabilidad, observabilidad y controlabilidad de
las muestras de las plantas de primer orden MIMO 2x2 y se
corrobor¢ si es factible el control en dichas plantas.

Se sintonizé el controlador PID en las plantas de primer
orden MIMO 2x2 mediante el control clasico y la
optimizacién convexa usando LMI.

Se simulé las plantas, en ambos métodos, bajo efectos de
controlador PID ya sintonizado. Se recolectaron los datos de
tiempos de respuesta en estado estacionario en una tabla
estadistica en el software Excel.

Se grafic6 la banda de los cuatros para analizar el
performance y la estabilidad robusta.

Se comparé los tiempos de respuesta en estado

estacionario obtenidos en ambos métodos de sintonizacion.
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3.7

7. Se analizaron los resultados y se logré determinar con
ayuda de los instrumentos que si existe asociacion
significativa entre las variables.

Técnicas e instrumentos de investigacion

3.6.1 Técnicas

Observacion
Recoleccion de datos

Registro y procesamientos de datos

3.6.2 Instrumentos

t-Student

Checkilist
Procesamiento y analisis de datos
Con el escenario simulado en el entorno de MATLAB, se analizara
e ingresara los parametros para cada caso de manera correcta
dandose inicio al proceso. Se extraerd los datos obtenidos de
tiempo de establecimiento mediante un checklist aplicando la
técnica de observacion para cada cambio de polo que se realice en
la recoleccion de datos. Este proceso se realizard en los dos
controles en mencioén con cambios en la programacion y ajuste de
parametros. Cuando se tienen los datos, se procedera a realizar el
analisis comparativo para determinar qué tipo de control es mejor.
Este tipo de control sera determinado con la herramienta
estadistica t-Student mediante la técnica de registro y
procesamiento de datos y se encontrara la mejor respuesta para

cada caso (cambio de polos).

IV. PRESENTACION DE RESULTADOS

4.1

Andlisis e interpretacion de resultados

Una vez realizada la toma de datos para las dos plantas
presentadas, con sus respectivas variaciones de polos y ceros, a
continuacion, se presentaran los datos representados en segundos

en la siguiente tabla 1.



Variaciones PLANTA 1 (tiempo en segundos) PLANTA 2 (tiempo en segundos)

en la planta SALIDA 1 SALIDA 2 SALIDA 1 SALIDA 2
PID LMI PID LMI PID LMI PID LMI
X1000 14688.47 | 5120 | 19556.77 | 5110 5009.39 | 3520 4026.48 | 4690
X100 1469.39 1340 | 1959.71 | 1500 505 190 405.68 | 246
X10 146.81 96 195.92 101 50.31 13.30 40.71 19.50
X1 12.76 12.2 | 14.10 12.60 4.90 11.20 3.94 3.70
0
+10 12.71 10.9 |10.40 9.35 5.17 3.28 7.37 3.55
0
+50 10.50 9.96 |10.32 8.90 4.27 2.86 4.04 3.08
+100 9.90 9.83 | 10.29 8.41 3.96 2.80 4.63 2.86
+250 9.45 9.36 | 10.22 7.42 3.79 2.62 3.73 2.63
+750 9.25 8.14 | 10.16 5.97 3.70 2.38 3.68 2.38
+1000 9.25 7.18 |10.14 5.12 3.70 2.36 3.67 2.36

Tabla 1. Datos ingresados mediante Checklist.

Se puede observar que en casi todos los casos hay una mejora
en el tiempo de establecimiento entre la sintonizando de manera
clasica y mediante LMI, se hizo las respectivas variaciones en el
modelo matematico para poder englobar mas casos y poder
determinar si es que esta configuracion es efectiva en su
mayoria.
Con estos datos se procede a calcular el valor porcentual de
mejora que hay entre el LMl y PID.
Donde:

d = error relativo

El error porcentual se calcula de la siguiente manera:

g Tiempo de PID — Tiempo de LMI
B Tiempo de PID

Ecuacion 56. Error relativo de mejora entre LMI y PID clasico.
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PLANTA 1 PLANTA 2

SALIDA1 | SALIDA2 | SALIDA1 | SALIDA?2
X1000 0.65 0.74 0.30 -0.16
X100 0.09 0.23 0.62 0.39
X10 0.35 0.48 0.74 0.52
X1 0.04 0.11 -0.78 0.06
+10 0.14 0.10 0.36 0.52
+50 0.05 0.14 0.33 0.24
+100 0.01 0.18 0.29 0.38
+250 0.01 0.27 0.31 0.30
+750 0.12 0.41 0.36 0.35
+1000 0.22 0.50 0.36 0.36

Tabla 2. Error porcentual de mejora entre PID y LMI.

A continuacion, se procedera a explicar sobre la herramienta a
utilizar para los 4 casos establecidos en la tabla 2.
Hy:up < 0, Hipdtesis nula
La hipétesis nula representa que no hay una mejora, ya que el
promedio vendria a ser menor a cero.
Hi:up > 0, Hipétesis alterna

La hipétesis alterna viene a representar que hay mejora, ya que
el promedio es mayor a 0. Cabe resaltar que, para aceptar la
hipétesis alterna, la hipotesis nula debe entrar en zona o regién

de rechazo segun la grafica siguiente:

Region de
aceptacion

~F

Regidn de
rechazo

U

Valor critico

Figura 14. Region de rechazo de hipoétesis nula.
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Desviacion estandar

Ecuacion 57. Desviacion estandar.

Estadistico de prueba

. d
~ Sa/Nn

Ecuacién 58. Formula t-Student.

Donde:
n = namero de pruebas

d= promedio del error relativo

n

d=

Sl

a;

i=1
Para obtener el valor critico, debemos tener lo siguiente:

grados de libertad =n —1

a = nivel de significancia
Y con estos valores, extraemos el valor critico, hay dos maneras,
mediante software con la herramienta Excel, o también de manera
manual revisando la tabla de distribucion tstudent, se adjunta la
tabla en el Anexo 7 para la verificacion el punto critico.
Para todos los casos, el valor de gl es 9y el « es 5% o0 0,05, esto
nos da un punto critico de 1,833, este valor fue extraido desde
Excel, pero en el Anexo 7 se puede verificar que es el mismo
valor. Este punto critico serd igual para todos los casos.
El p-valor o la probabilidad asociada para el estadistico de prueba
se calcula con el estadistico de prueba y los grados de libertad
con la herramienta Excel.

Procedemos a mostrar los resultados para cada caso



v" Caso 1 - Planta 1 salida 1

N° muestras d d= 0.1683
1 0.65 n= 10
2 0.09
3 0.35 t= 2669004255
4 0.04
5 0.14
6 0.05 gi=n—-1=4
7 0.01 %= 0.05
8 0.01 ~
9 0.12 Ha-00,n-1 = 1 g33113
10 0.22 p —valor = (012832148
(¢ -d)°
Sqg = n—1 _ 0.199444

Figura 15. Analisis de hipoétesis nula en entrada 1 de
la Planta 1.

Se puede observar que:
o tes mayor que el valor critico y a su vez el p-valor es
menor que el nivel de significancia, por lo tanto, se

cumple la hipotesis alternativa para este caso.

v Caso 2 — Planta 1 salida 2

N° muestras d d= 0.3167
1 0.74 n= 10
2 0.23
3 0.48 t = 4770803635
4 0.11
5 0.10
6 0.14 gi=n—1= g
7 0.18 X = 0.05
8 0.27
9 0.41 ta-e,m-1= 1833113
10 0.50 p —wvalor = 0.000507113
(¢ -d)°
Sq = = 0.209953
n—1

Figura 16. Analisis de hipétesis nula en entrada 2 de
la Planta 1.

70



Se puede observar que:
o tes mayor que el valor critico y a su vez el p-valor es
menor que el nivel de significancia, por lo tanto, se

cumple la hipétesis alternativa para este caso.

v Caso 3— Planta 2 salida 1

N° muestras d d= 0.2890
1 0.30 n=10
2 0.62
3 0.74 t= 2.260131049
4 -0.78
5 0.36
6 0.33 g=n—-1= 9
7 0.29 x = 0.05
8 0.31
9 0.36 t(1-00,m-1) = 1.833113
10 0.36 p —valor = 0.025082925
(d;-d)°
S;= |—— = 0.404414
n—1

Figura 17. Analisis de hipoétesis nula en entrada 1 de
la Planta 2.

Se puede observar que:
o T es mayor que el valor critico y a su vez el p-valor es
menor que el nivel de significancia, por lo tanto, se

cumple la hipétesis alternativa para este caso.
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v' Caso 4 — Panta 2 salida 2

N° muestras d d= 0.2955
1 -0.16 n= 10
2 0.39
3 0.52 t = 4.45754374
4 0.06
5 0.52
6 0.24 gi=n—-1= 9
7 0.38 x = 0.05
8 0.30
9 0.35 t1-0,(n-1 = 1.833113
10 0.36 p —valor = 0.000791429
(d;—d)°
Sq4= [—— = 0.209606
n—1

Figura 18. Andlisis de hipdtesis nula en entrada 2 de
la Planta 2.

Se puede observar que:
o tes mayor que el valor critico y a su vez el p-valor es
menor que el nivel de significancia, por lo tanto, se

cumple la hipétesis alternativa para este caso.
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V.

DISCUSION DE RESULTADOS

Para el desarrollo de la presente tesis, se optdo por comparar el
método de sintonizacion tradicional con el método de sintonizacion
mediante LMI, debido a que es un método no estudiado a
profundidad, dltimamente hay trabajos relacionados a esta materia,
ademas que casi todos los equipos utilizados para control, sea plc,
variadores, microcontroladores, entre otros, utilizan el método
tradicional de sintonizacion.

* En la tabla 2, se tiene un total de 40 valores, de los cuales 2
representan que no hubo mejora en el tiempo de establecimiento, 2
de 40, esto en porcentaje se representa con un 95% de mejora en
general. Se puede decir que, en 40 casos, un 95% de casos
concluyeron con una mejora en el tiempo de establecimiento

* En los 4 casos presentados, el valor de significancia es mayor, por
lo tanto, se puede considerar disminuirlo para algunos casos, ya que
al variarlo a un valor menor, haria que el punto critico aumente, por
ende puede que el estadistico de prueba aun se encuentre en zona

de rechazo para la hipotesis nula y nos daria una precision mayor.



CONCLUSIONES

Se estudiaron y describieron los métodos de sintonizacion elegidos,
PID clasico y control PID por optimizacion convexa mediante LMI, y
teniendo en cuenta sus parametros, se elaboraron algoritmos para
cada método, que dio como respuesta los tiempos de establecimiento
y las gréaficas de respuesta al escalon unitario.

Se midieron los tiempos de establecimiento de los métodos de
sintonizacion elegidos, control PID clasico y control PID por
optimizacién convexa mediante LMI.

Se compararon y evaluaron los tiempos de establecimiento para
ambos métodos de control, lo que nos permitié tener una vista mas
amplia del impacto y la mejora de rendimiento que se puede alcanzar.
Se evidenciaron en la Tabla 2, a simple vista, las mejoras de
sintonizacion entre método tradicional y LMI vy, por ende, la
disminucién en el tiempo de establecimiento. Posteriormente, se
analizo con la herramienta t-Student la cual nos dio la veracidad de la

hipétesis planteada en este trabajo.



RECOMENDACIONES

Se puede indagar mas a profundidad sobre el LMI, realizar cambios
en sus parametros para poder hacer que no aparezcan fallas, o
encontrar una generalidad ya que en la presente tesis se encontro
que, en 40 tomas, 2 no mejoraron.

En la presente tesis se tom6 como referencia un control PID de 1
grado, en futuros trabajos se podria usar un control PID con dos
grados de libertad y comprobar si los resultados cambian o se
siguen manteniendo.

Realizar una prueba para plantas de MIMO de multiples entradas y
salidas (2x3, 3x3, 3x4, entre otras), para poder determinar si hay
algun patrén de mejora.

Implementacion en algun controlador una sintonizacion mediante

LMI, para determinar como es su respuesta en base al hardware.
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ANEXOS

ANEXO 1

TOMA DE DATOS PLANTA 1 — SINTONIZACION MEDIANTE LMI
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ANEXQO 2
TOMA DE DATOS PLANTA 2 — SINTONIZACION MEDIANTE LMI
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ANEXO 3
TOMA DE DATOS PLANTA 1 — SINTONIZACION TRADICIONAL
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Salida 1

Salida 2




e CASOG6 -+50

—2.2e 5 1.3e75

75 + 50 75 + 50
—2.89_1'85 4.38_1'055

9.5s+50 9.2s+50

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




e CASO7-+100

—2.2eS 1.3e75

75 + 100 75 + 100
GpL(s) = —28e-185  43,-105s

9.5s+100 9.2s+ 100

Salida 1

Salida 2




e CASO 8 —-+250

—2.2eS 1.3e75

7s + 250 7s + 250
—2.8e7 185 437105

9.5s + 250 9.2s + 250

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




CASO 9 - +750

—2.2eS 1.3e75

75 + 750 75 + 750
GpL(s) = —28e-185  43,-105s

9.5s+ 750 9.2s + 750

Salida 1

Salida 2




CASO 10 - +1000

—2.2e S 1.3e75

75 + 1000 75 + 1000
—2.89_1'85 4.38_1'055

9.55s + 1000 9.2s + 1000

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




ANEXO 4
TOMA DE DATOS PLANTA 2 — SINTONIZACION TRADICIONAL

22.89¢704s

—11.64e7%%

4.572s +1

G1(5) = 4 6g9e-04s

1.807s + 1
5.8e04s

217s +1
CASO 1 - x1000
22.89¢704s

1.801s +1

—11.64e7%%

4572s +1

GIL(S) = | 4 6g0e-04s

1807s + 1
5.8e04s

2170s +1

Salida 1

1801s + 1

Salida 2




e CASO 2 -x100

22.89¢794  —11.64e7945

4572s+1 180.7s +1
4.689¢704s 5.8¢ 7045

217s +1 180.1s +1

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




CASO 3 -x10

22.89¢794  —11.64e7945

GY (s) = 45.72s+1 18.07s +1
4.689¢704s 5.8¢704s

21.7s +1 18.01s +1

Salida 1

Salida 2




CASO 4 - Planta sin variaciones

Salida 1

Salida 2




CASO 5-+10

22.89¢794  —11.64e704S

4.572s+10 1.807s + 10
4.689¢704s 5.8e704s

2.17s +10 1.801s + 10

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




CASO 6 - +50

22.89¢794  —11.64e704S

GY (s) = 4.572s +50 1.807s + 50
4.689¢704s 5.8¢704s

2.17s +50 1.801s + 50

Salida 1

Salida 2




e CASO7-+100

22.89¢794  —11.64e704S

4.572s + 100 1.807s + 100
4.689¢04s 5.8¢704s

2.17s +100 1.801s + 100

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




e CASO 8 - +250

22.89¢794  —11.64e704S

4.572s + 250 1.807s + 250
4.689¢04s 5.8¢704s

2.17s + 250 1.801s + 250

GII/VL (s) =

Salida 1

Salida 2




e CASO9-+750

22.89¢794  —11.64e704S

G]I,VL(S) _ 4.572s + 750 1.807s + 750
4.689¢04s 5.8¢704s

2.17s +750 1.801s + 750

Salida 1

Salida 2




e CASO 10 - +1000

22.89¢704s —11.64¢794s
GII/VL(S) _ 4.572s + 1000 1.807s + 1000
4.689¢ 045 5.8¢704s

2.17s +1000 1.801s + 1000

Salida 1

Salida 2




ANEXO 5
CODIGO MATLAB PARA METODO DE SINTONIZACION MEDIANTE LMI

Prerrequisitos:

Este método usa las librerias para MATLAB de YALMIP para hacer la
programacion convexa con LMI’s, como sdpt3 que sirve para programacion
semidefinida, SEDUMI que es un solver de programacion semidefinida.
https://yalmip.qgithub.io/solver/sdpt3/

https://github.com/SQLP/SeDuMi

https://github.com/sqlp/sdpt3

Ademas, se usa la funcion realizada por Daniel Rubin, 14-Nov-2017, que hace
referencia a lo usado en (Boyd et al., 2016).
https://github.com/rubindan/mimoPIDtune

Cddigo:

Cédigo usado para la sintonizacion de LMI. Fuente: Elaboracion Propia.

% Autotune a MIMO PID for the nominal case by LMIs
% [S. Boyd, M. Hast, and J. Astrom, “MIMO PID tuning via iterated LMI
% restiction™, Inter. Jur. of Robust & Nonlinear Contrel, 2016.]

clc
clear variables

¥addlib yalmip sdpt3

s = tf('s");

X APLANTA 1------mmmmmmmm oo
% num = {-2.2, 1.3; -2.8, 4.3};

% den = {[7 50], [7 50]1; [9.5 58], [ ]
% P = tf(num,den, 'I0Delay',[1 1; 1.8 1.85]);

TP LA T A 2 m s m e m e e e -
% num = {22.89, -11.64; 4.689, 5.80};

% den = {[4572 1], [1867 1]; [2174 1], [1801 1]};

% P = tf(num,den, 'I0Delay',[8.4 @.4; 0.4 8.4]);

R e ettt

-

N = 10;
w = logspace(-6,6,N);
P8 = dcgain(P);

tau=@.1;

% specs:

% sensitivity (4db))

Smax = 1.6%*ones(1,N); %rango variable 1.1-1.6
% low frequency sensitivity (4db)

Tmax = 1.2%ones(1,N); %rango variable 1.1-1.6

% cost of feedback

Qmax = 3/min(svd(dcgain(P)))*ones(1,N); %rango variable 3-18@
% Option.Structure.Kp=[1 @ ; @ 1]; [

Option=[];

C = auto_mimo_pid{P,w,Smax, Tmax,Qmax,tau,Option};

C.InputName = "e’;
C.OutputName = "salida_pid_mimo”;
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https://yalmip.github.io/solver/sdpt3/
https://github.com/SQLP/SeDuMi
https://github.com/sqlp/sdpt3
https://github.com/rubindan/mimoPIDtune

P.InputName = "salida_pid_mimo';
P.Outputhlame = "y';

suml = sumblk('e = r - y',2);

X = connect(C,P,suml, ' r', v'};

L = P*C
5= {eye(2)+P*C)"-1;
T= P*C*s;

= (%5

¥
figure(l), step(X), title('Respuesta en lazo cerrado’);
figure(2), step(s), title('S: Sensitivity performance’);
figure(3), step(T), title('T: C. Sensitivity robustness and avoid noise');
figure(4), step(Q), title('Q: penalize large inputs’);
% % k% analysis
L=Frd(P*C,w);
S=(eye(2)+P*C)"-1;
T=P*C*s;
Q=C*S; %*funcion de sensibilidad de control, describe el comportamiento de
la accion de control en funcion de la referencia |[Q{jw)| permite
% determinar la intensidad de la accion de contrel o referencias a
% distintas frecuencias,
figure(5), sigma(S,w); hold on; semilogx(w,28*logl@(Smax), r');
figure(6), sigma(T,w); hold on; semilogx(w,28*logl®(Tmax), r’');
figure(7), sigma(Q,w); hold on; semilogx(w,28*logl®(Qmax), 'r');

9 5% 5% 5% 59 59 of o0 a8 50 58 oR ol af
9 &9 &8 58 58 &R
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ANEXO 6

DIAGRAMA SIMULINK PARA SINTONIZACION DE PID DE MANERA CLASICA

';?—» PID(s) 1 1 —pé%i
entrada 1_plantal
A PID 1 subsistema 1 N
'#(:\ » FIDis) 1 i |
entrada?_planta1
P PID 2 subsistema 2
subsistema 1
Cor— —(1)
u 2.8 0
9.5s5 4+ 250 \ /’
g21
subsistemna 2
> P
|
> g —/
9.2s5 + 250

|

entradal_planta2

PID 3

h 4

1

O

subsisterna 3 |

<_|P—> PID(s)
\_T

I

entrada2_planta2

» PID(s)

PID 4

h 4

e

1

subsistema 4
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subsistama 3

22.89

45725+ 1

g

subsistema 4

—11.64

18.07s+1

gl12

5.80

1.801s + 750

g22
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ANEXO 7

Tabla tstudent para extraer valores criticos en base a los grados de libertad (gl)

v valor de significancia(a)

area ala devecha det

0.,0005

636,619
31,599
12,924

8,610
6,869

5,959
5408
5,041
4,781
4,587

4,437
4,318
4,221
4,140
4,073

4,015
3,965
3,922
3,803
3,850

3,819
3,792
3,768
3,745
3,728

3,707
3,690
3,674
3,659
3,646

3,633
3,622
3,611
3,601
3,591

3551
3,460
3,416
3402
3,390
3,373
3,291

0,0025

127,321
14,089
7,453
5,508
4,773

4,317
4,029
3,833
3,690
3,561

3,497
3428
3372
3,326
3,286

3,252
3,222
3,197
3,174
3,153

3,135
3ng
3,104
3,091
3,078

3,067
3,087
3,047
3,038
3,030

3,022
3,015
3,008
3,002
2,89

2,971
2,915
2,887
2,878
2|871
2,860
2,807

0,005

63,657
9,925
5,841
4,604
4,032

3,707
3,499
3,355
3,250
3,169

3,106
3,055
3,012
2,977
2,947

2,921
2,898
2,878
2,861
2,845

2,831
2,819
2,807
2,797
2,787

2,779
2,771
2,763
2,756
2,750

2,744
2,738
2,733
2,728
2,724

2,704
2,660
2,639
2,632
2,626
2,617
2,576

0,0075

42433
8,073
5,047
4,088
3,634

3,372
3,203
3,085
2,998
2,932

2,879
2,836
2,801
21
2,746

2,724
2,706
2,689
2674
2,661

2,649
2,639
2,629
2,620
2,612

2,605
2,598
2,592
2,586
2,581

2,576
25N
2,566
2,562
2,558

2,542
2,504
2,486
2480
2ATS
2468
2,432

0,01

31,821
6965
4,541
3,747
3,365

3,143
2,998
2,896
2,821
2,764

2,718
2,681
2,650
2,624
2,602

2,583
2,567
2,552
2,539
2,528

2,518
2,508
2,500
2,492
2485

2479
2471
2467
2,462
2,457

2AS3
2,449
2,445
2441
2,438

2423
2,390
2,374
2,368
2,364
2,358
2,326

0,015

21,205
5,643
3,896
3,298
3,008

2,829
2,715
2,634
2,574
2,527

2,491
2461
2,436
2,415
2,397

2,382
2,368
2,356
2,346
2,336

2,328
2,320
2,313
2,307
2,301

2,296
2,231
2,286
2,282
2,278

2,275
22N
2,268
2,265
2,262

2,250
2,223
2,209
2,205
2,201
2,196
2,170

0,02

15,895
4,843
3A82
2,999
2,157

2,612
2,517
2,449
2,398
2,359

2,328
2,303
2,282
2,264
2,249

2,235
2,224
2,214
2,205
2,197

2,189
2,183
2,177
2172
2167

2,162
2,158
2,154
2,150
2,147

2,144
2,141
2,138
2,138
2,133

2,123
2,09%
2,088
2,084
2,081
2,076
2,054

0,025

12,706
4,303
3,182
2,776
25N

2,447
2,365
2,306
2,262
2,228

2,201
2,179
2,160
2,145
13

2,120
2,110
2,101
2,093
2,086

2,080
2,074
2,069
2,064
2,060

2,056
2,052
2,048
2,045
2,042

2,040
2,037
2,035
2,032
2,030

2,021
2,000
1,590
1,987
1,984
1,980
1,860
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